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Povzetek. Programi za avtomatsko odkrivanje zakonitosti poskuSajo odkriti naravne zakonitosti v mnoZici
eksperimentalnih podatkov. Vegina zakonitosti, ki so jih taki programi odkrili, opisuje stati&ne situacije, kjer je
opazovani sistem dosegel ravnoteZje. V tem prispevku.obravnavamo problem ‘odkrivanja zakonitosti, ki '
opisujejo obnasanje dinami¥nih sistemov. Predstavljamo program LAGRANGE, ki odkriva mnoZico
diferencialnih in/ali algebrai®nih enatb na podlagi numeri¢nih podatkov o obnaSanju dinamiZnega sistema.
Program smo preskusili na problemih generiranja razli¥nih modelov dinamiZnih sistemov iz podanih primerov

obnafanja.

Klju¢ne besede: umetna inteligenca, avtomatsko u¥enje, avtomatsko odkrivanje zakonitosti, identifikacija

dinami¢nih sistemov.

Modeling Dynamic Systems with Machine Discovery

Abstract. Machine discovery systems help humans to find natural laws from collections of experimentally
collected data, Most of the laws found by existing machine discovery systems describe static situations, where
a physical system has reached equilibrium. In this paper, we consider the problem of discovering laws that
govern the behavior of dynamic sistems. We present LAGRANGE, a system that constructs a set of differential
and/or algebraic equations from numerical descriptions of dynamic system behavior. We illustrate its use by
generating a variety of dynamic system models from example behaviors.

Key words: artificial intelligence, machine learning, machine discovery, dynamical system identification.

1 Uvod

Ker je odkrivanje zakonitosti obnaSanja oziroma mo-
deliranja dinamitnih sistemov zelo pogost problem, bi
uspedna metoda za avtomatsko modeliranje le-teh imela
daljnoseZne posledice. Vetina obstojetih metod za iden-
tifikacijo dinamiZnih sistemov predvideva znano struk-
turo modela oziroma obliko diferencialnih enatb, ki
opisujejo dinamiko sistema. Na osnovi izmerjenega
obnaSanja modeliranega sistema poskuSajo omenjene
metode identificirati parametre oziroma dolo€iti njihove
optimalne vrednosti v enatbah dinamike.

Ceprav obstaja ve& razlitnih programov za avtomat-
sko odkrivanje zakonitosti (BAcoN [15,16], FAHREN-
HEIT [21,16], ABAcuUs [10]), se noben ni uveljavil kot
orodje za modeliranje realnih sistemov. Vzrok za to je
tudi nezmoZnost teh. programov za odkrivanje zakoni-
tosti v dinamitnih domenah [2]. Ve&ina zakonitosti, ki
so jih taki sistemi odkrili, opisuje statitne situacije, kjer
je opazovani sistem dosegel ravnoteZje.

Program LAGRANGE, ki uporablja tehnike av-
tomatskega odkrivanja zakonitosti, ne zahteva vnaprej
podane oblike enatb, temve dolofa hkrati obliko in
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parametre enatb, ki opisujejo obnaSanje dinamilnega
sistema. Iz podanega obna¥anja, to je zaporedja
meritev  stanja dinamifnega sistema, generira La-
GRANGE mnoZico algebraitnih in/ali diferencialnih
enatb, ki jim obnaSanje zadoi¢a. Na ta nalin LaA-
GRANGE identificira tako. strukturo kot parametre di-
namiCnega sistema. :

LAGRANGE je sposoben odkriti enatbe dinamike za
preproste dinami¢ne sisteme iz sintetitno generiranih po-
datkov. Tako je LAGRANGE uspe¥no rekonstruiral ve
modelov, ki opisujejo kemitne in biolo¥ke procese, med
katerimi so tudi nelinearni modeli oscilatornih procesov.
Poleg tega je bil LAGRANGE preskuSen na problemu iz
dinamike teko€in ter na sistemu invertiranega nihala, ki
je standardni problem za testiranje razlitnih metod vo-
denja dinamiCnih sistemov.

V' drugem poglavju podajamo kratek pregled -po-
dro%ja avtomatskega odkrivanja zakonitosti in postavl-
jamo metode, uporabljene v obstojelih programih, v
povezavo z dinami¥nimi sistemi. Tretje poglavje za-
jema podrobni opis algoritma, ki-'ga uporablja La-
GRANGE. Opis in rezultate poskusov rekonstrukcije
razlinih modelov dinami¢nih sistemov - podajamo v
etrtem poglavju. V petem opiSemo raz¥iritve programa
LAGRANGE. Sesto poglavje povzema prispevke pro-
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grama LAGRANGE in rezultate poskusov ter nakazuje
smernice za nadaljnje delo.

2 Avtomatsko odkrivanje zakonitosti

Avtomatsko uCenje (machine learning) je podpodrotje
umetne inteligence, ki proutuje metode za pridobivanje
novega in organiziranje obstojeega znanja [5]. Razlitne
oblike utenja se vrstijo od utenja po nasvetu (learning
by being told) do utenja z odkrivanjem (learning by dis-
covery) [4]. Znatilnost utenja z odkrivanjem je v tem,
da u¢ni program nima na voljo nobenega ucitelja, ki bi
usmerjal u¢ni proces. U&enje (odkrivanje) poteka samo
na podlagi rezultatov poskusov in opazovanja.

Raziskovalci na podrotju avtomatskega utenja z od-
krivanjem kot neusmerjenega uenja se lotevajo odkri-
vanja s treh razlinih vidikov: pojmovno razvritanje
v skupine (conceptual clustering), oblikovanje pojas-
njevalnih teorij (formulation of explanation theories) in
odkrivanje opisnih zakonitosti (induction of descriptive
laws ali empirical discovery) [16]. Nalogo avtomatskega
odkrivanja zakonitosti lahko neformalno definiramo z
naslednjim predpisom:

¢ podano imamo mnoZico opazovanj (podatki)
¢ poiskati moramo eno ali vet zakonitosti, ki veljajo
za te podatke

Velina zakonitosti, ki so jih odkrili sistemi za av-
tomatsko odkrivanje, opisuje statidne situacije, kjer je
opazovani sistern dosegel ravnoteZje. Te zakonitosti
imajo obliko algebrai¢nih enatb, ki povezujejo opazo-
vane spremenljivke. Metoda, ki bi jo uporabljal pro-
gram za avtomatsko odkrivanje zakonitosti v dinami¢ni
domeni, mora izpolnjevati dva pogoja. Prvi je ta, da zna
odkrivati zakonitosti z ve¢i spremenljivkami brez dodat-
nih poskusov, drugi pa je, da mora odkrivati mnoZico
vel zakonitosti, ki veljajo v celotni domeni.

Noben izmed obstojetih programov za avtomatsko
odkrivanje zakonitosti, kot so BAcon [15,16], FAHREN-
HEIT [21,16] in ABacus [10], ne izpolnjuje obeh
pogojev hkrati. Za odkrivanje zakonov z veCimi
spremenljivkami, programi BACON in FAHRENHEIT
zahtevajo dodatne poskuse, pri femer morajo biti
~vrednosti dolotenih spremenljivk modeliranega sistema
konstantne, kar je v kontekstu dinaminih sistemov
neustrezno. Programi FAHRENHEIT in ABAcUS -odkri-
vajo mnoZico vet zakonitosti, vendar le te veljajo v dis-
junktnih podro&jih celotne domene.

3 LAGRANGE

Nalogo avtomatskega odkrivanja zakonitosti v dinami¢ni
domeni neformalno definiramo tako, da na podlagi
izmerjenega obnaSanja dinamiCnega sistema v nekem
kontnem ¢asovnem intervalu iS¢emo matematitni model,
ki opisuje dinami¢ni sistem. Matematini model, ki ga
odkrije LAGRANGE, je mnoZica diferencialnih in/ali al-
gebrai¢nih enatb.

LAGRANGE na vhodu zahteva meritve spremenljivk
dinamitnega sistema v ekvidistan¢nih &asovnih tockah

Tabela 1. EkvidistanZne meritve spremenljivk dinami&nega sis-
tema

spremenljivke dinami¥nega sistema
&as X X, ... Xa
to Ty X221 ... Ini
to+h T2 T2 Tn2
to+(N—Dh |1y zon TnN

(tabela 1). Lahko podamo tudi merske enote posamez-
nih spremenljivk. Dodatno je treba opredeliti vrednosti
petih parametrov: red o dinaminega sistema je stopnja
najviSjega Casovnega odvoda, ki nastopa v enatbah di-
namike, najvetja globina d novih spremenljivk, ki jih
uvajamo z mnoZenjem, najvecje Stevilo spremenlpvk r,
ki lahko nastopajo v enaCbah, ter pragovi tg in 5 za
ocenjevanje signifikantnosti enacb.

Izhod programa LAGRANGE je mnoZica enaéb ob-
like:

FiX1,oo o, Xn, X1y, Xy oo s X000, XY = 0,
)
pri femer so Xi,..., X, spremenljkae dinamiCnega sis-

tema, o red dmamwnega mstema, ter F; polinomske
funkcije stopnje d ali manj.

Algoritem LAGRANGE, katerega formalni opis je
podan v tabeli 2, v grobem razdelimo na tri ko-
rake: rafunanje Casovnih odvodov, uvajanje novih spre-
menljivk in iskanje enalb z linearno regresijo. Podroben -
opis algoritma LAGRANGE je podan v [18,8,9].

3.1 Ratunanje ¢asovnih odvodov

V prvem koraku LAGRANGE izratuna &asovne odvode
spremenljivk dinamiCnega . sistema do uporabniko
doloZene stopnje o. Privzeta vrednost za o je 1. Casovne
odvode ratunamo z numeri¢nim odvajanjem po naslednji
formuli ([3], str. 73)

Z; = (@2 — 8xi_1 + 8z — Tiu2),

12h
pri {emer so x; in &; ustrezne vrednosti spremenljivke
X in njenega odvoda X v totkah ty + @—Dh V
primerih, ko je mogofe natandnejSe merjenje odvodov
spremenljivk dinaminega sistema kot njihovo ratunanje
po zgornji formuli, podamo meritve odvodov na vhodu
programa LAGRANGE in jih ne raunamo numeri¢no.

3.2 Uvajanje novih spremenljivk

LAGRANGE uvaja nove spremenljivke na dva nadina.
Pri prvem uporablja informacijo o merskih eno-
tah spremenljivk dinamitnega sistema. Ce je merska
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Tabela 2. Formalni opis algoritma T,AGRANGE

Lagrange(Vs,o0,d,r,tgr,ts)
(V= Vs
Doi:Vg .
fori:=1toodo
D,' I=9
forall € D;_; do
D; = Dy U{d%-:t}
L Vi=VUbD;
(" forall x € Vg A dim(z) = [rad] do
V =V U {sinz,cos z}
Vi=V ) ‘
“F forl:=2todde
2. ¢ Vi=0@ s
forall (z,y) € Vi x Vi_, do
: Viz=Viu{z v} »
: (*» brez duplikatoy spremenljwk x).
L v=vuy
4 M 0
for i := } tor do
forall Vp c P(V) A [VR| =¢ do
. izberi odvisno spremenljivko y € R

3
3.4 Vri=Va\{y}
3 i LRy, Vr) je sngmﬁkanma then
‘ M:Mu{y-co+ chz}
d z€V,
{ (» dodaj enaébo v modeln*)
retarn(M)

enota spremenljivke X radian, uvedemo dve novi spre-
menljivki sinX in cosX.

Pri drugem naline wvajamo nove spremenljivke
z mnoZenjem starih. Pri tem globina spremenljivk
postopoma nara§ta. Najveljo globino novih spre-
menljivk d doloti uporabnik, pnvzeta vrednost je 2.
Globina spremenljivke ¥ = I'[,_l X% (s > 0) je

globini 2 in 5.

3.3 Iskanje enalb z linearno regresijo

LAGRANGE v tretjem koraku generira vse mogoCe line-
arne enatbe, ki vsebujejo najved r spremenljivk in oce-
élu_lc njihovo signifikantnost glede na podane meritve.

e je signfikantnost nad pragom, ki ga doloCi uporabnik,
dodamo enatbo v model. Vrednost r doloCi uporabnik,
privzeta vrednost je 3.

Konstantne ¢lene enalb ratunamo z lmeamo regre-
sijo [19]. Linearna regresija na podlagi meritev m
neodvisnih spremenljivk X;, X»,..., Xm ter odvisne Y

doloti koeficiente cp,cy,...,
napaka

¢m tako, da je kvadratna

E= E(yl gi); yt‘co*’zc‘yx?z

t-l . J=1

tim manjfa. V zgomy formuli s0 ¥, %1i,...,Tmi US-

" trezne meritve odvisne spremenljivke Y ter neodvisnih

spremenljivk X}, X3, ..., Xp, v tolkah 1o+ (¢ — Dh.
LAGRANGE uporablia dve merili za ocenjevanije sig-
nifikantnosti enalb, dobljenih z lincarno regresijo: .

1. Korelacijski koeficient R ([19], str. 274):

stl __ﬁ;_______)::. s
' ..)(yt ﬂ‘z

,R Zavzame vnedmm iz mab EO,!}

Zm

Vedja

- vredmost R pomeni vedjo -signifikantnost enalbe
in,_nasproino.  Enatbo dodamo v model, e je
“R> 1~1tg Pragtgdqbumrabm privzeta
vredmost je 0.01. -

Standardizicano odstopame p deﬁmano km _
‘kvadraini korer razmerja med povprelne kyadratno
napako in kvadratom povprelia 7* odviske spre-
menljivke. Clen: -7 bistveno spremeni vrednost
Sle pri 7=0. Takrat je namres S ynbhino enak ne-
standardiziraneru odstopanju (S ) Za druge
~vrednosti 7 je vphv tega Clena zaaemlpv S za-
vzame vrednosti iz intervala [0, c0). Cim manjSi je
S, tem vetja je signifikantnost enatbe in nasprotno.
Enatbo dodamo v model, &e je S < ts. Prag is
doloti uporabnik, privzeta vrednost je 0.01.°

Ce je linearna enatba oblike y = co (ni neodvisnih

‘spremenljivk, m = 0) je R = 0. Signifikantnost takih

enalb ocenjujemo samo z drugim merilom. Za ocenje-

“vanje signifikantnosti drugih enalb LAGRANGE lahko
enaka Y . ;. Tako ima na primer stara spremenlpvka .

X, globino 1 ter novi spremenljivki X1X; in X12x?

uporablja‘ enega zgornjih meril ali pa njihovo kombi-
nacijo.

"~ Omenimo 3e, da so vrednosti koeficientov, ustrezne
napake in signifikantnost enalbe odvisne od -izbire
odvisne spremenljivke. Za zdaj LAGRANGE vzame
za odvisno spremenljivko najveCje globine. Med spre-
menljivkami iste globine izbere prvo po leksikografskem
vrstnem redu. :

4 Poskusi s programom LAGRANGE

Program LAGRANGE Smo preskusm na problemih od-
krivanja zakonitosti v domenah iz dinamike tekoCin (sis-
tem povezanih posod Utube), kemitnih reakcij (Chem
ter oscilatorna kemi&na reakcija Brus), populacijske rasti
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Tabela 3. Pregled poskusov s programom LAGRANGE

Domena | n Nlo d ritg ts | §t. enatb Cas[s]
Utube (2 1000|1 1 3]|0.01 001(6 0.66
Chem 2 1000(1 1 3]0.01 0.01| 14 1.03
- . Brus 2 10001 3 3]/0.01 0014 16.62
Pop 2 100011 2 3(0.01 0012 1.85
Monod {2 10001 2 3]0.01 0.01 |4 1.83
Spring (1 10002 2 3]0.01 001}5 0.73
Cart 2 125{2 3 3]001 0.0001]4 221.39

(Pop in Monod) ter mehanske dinamike (vzmetno nihalo
Spring in invertirano nihalo Cart).

Za vsako posamezno domeno je poskus potekal
takole: najprej smo izbrali mnoZico diferencialnih enath,
ki opisuje dinamitni sistem, nabor zatetnih vrednosti
spremenljivk ter vrednosti parametrov, ki nastopajo
v diferencialnih enatbah. Tako izbrane diferencialne
enatbe smo z metodo Runge-Kutta Zetrte stopnje ([17],
str. 550-554) integrirali v N = 1000 &asovnih toZkah
s korakom h = 0.01. Dobljeni &asovni potek vrednosti
spremenljivk dinamitnega sistema smo podali na vhod
programa LAGRANGE.

LAGRANGE je implementiran v programskem jeziku
C, poskusi so izvedeni na delovni postaji Sun SPARC-
Station10. V tabeli 3 podajamo pregled poskusov za
posamezne domene.

Vrednosti parametrov o in d smo izbirali v odvis-
nosti od kompleksnosti diferencialnih enatb original-
nega modela. Parameter » je imel pri vseh poskusih
privzeto vrednost 3. Vrednosti pragov tg in tg so
bile enake privzetim (0.01), razen za domeno inverti-
ranega nihala. V tem primeru sSmo za ocenjevanje sig-
nifikantnosti enatb uporabili merilo S s pragom tg =
10-4. S privzetima vrednostima pragov ¢x in ts je LA-
GRANGE odkril preve enatb. Vrednost praga tg smo
zmanjSevali, dokler nismo dobili obvladljivega 3tevila
enatb. Pri zmanjSevanju vrednosti praga ni potrebno
ponovno poganjanje programa LAGRANGE. Zadostuje
le izlotanje enalb, ki ne ustrezajo zmanjlani vrednosti
praga.

4.1 Sistem povezanih posod

Sistem povezanih posod [14] je sestavljen iz dveh
posod A in B, ki sta povezani z ozko cevjo in napol-
njeni s tekotino do ravni 4 oz. I (Slika 1). Razlika v
ravneh povzroli pretakanje tekoCine skozi cev iz posode
B v posodo A. Spremembo ravni tekodin, ki nastane
zaradi pretakanja, opifemo z naslednjim sistemom line-
amih diferencialnih enath:

@
©))

Iz podatkov, ki smo jih dobili z integriranjem enatb
za ¢ = 2 z zaletnimi vrednostmi [4(0) = 10 in [5(0) =

14

c(p —14)
g = ;

—~l4.

Slika 1. Sistem povezanih posod

210, je LAGRANGE odkril naslednje enatbe:

lg = 210-1,

la = 420-4l,
la = —420+4ip
Ip = —420+4l,
Ilp = 420-4ig
g = =l

Prva enalba izra¥a zakon o ohranitvi volumna
tekoCine, zadnja pa je ekvivalentna enatbi (3). Drugo
in tretjo enalbo dobimo tako, da upo¥tevamo zakon o
ohranitvi volumna ter ustrezno vrednost parametra ¢ v
enatbi (2). Preostali dve enalbi, ki ju je LAGRANGE
odkril, lahko dobimo &e upoStevamo zadnjo enatbo v
drugi in tretji.

4.2 Preprosta kemitna reakcija

Na zaletku preproste kemiCne reakcije imamo neko
koncentracijo Ao nestabilne snovi A. Snov A s hitrostjo
k1 prehaja v snov B, ta pa s hitrostjo k; v snov C, ki je
stabilna in ne razpada napre;j.

Model preproste kemilne reakcije opisuje Casovni
potek koncentracij snovi A, B in C in se da zapisati



Modeliranje dinamic¢nih sistemov z aviomatskim odkrivanjem zakonitosti 59

3
Y
2_
bl . X
1_
0
&as 2
Slika 3. Nihanje koncentracij snovi X in Y
B = -300+5A+3C
100 B = 200-5B-2C
B = -3B-A
751\ A C B = -300+3C~254
C = 300-34-3C
50 ¢ = 24-B
¢ = 300-3C+154.
05 B ¢ = 120-12C-068.
Prve tri enalbe sockvivalenthe enaébams modela (4)-
(6) za ustrezne vrednosti parametrov. Cetrta izraZa zakon
0 o ohranitvi mase (A + B +C = const), peto pa dobimo 2

das
Slika 2. Casovni potek kencentracij snovi A, B in C

kot sistem treh linearnih diferencialnih enatb ([1], str.
39):

A= kA @
B = kxA—sz (5)
C = kB ©

Zatetni pogoj je A(0) = Ao, B(0) = C(0) = 0. Pri
integriranju diferencialnih enatb smo za zatetno kon-
centracijo vzeli Ap = 100 ter hitrosti reakcij ki = 2
in k, = 3. Na podlagi dobljenega ¥asovnega poicka
spremenljivk A, B in C' (slika 2) je LAGRANGE odkril
§tirinajst enalh:

—2A

2A-3B

3B

100-A- B
~-A-B
~200+2B +2C

B OO O o
H

odvajanjem obeh strani Cetrte enalbe. Preostale enatbe,
ki jih je odkril LAGRANGE, so redundantne, ker jih Iahko
dobimo z linearnimi kombinacijami prvih petih enath.

43 Oscilatorna kemi¢na reakcija

Bruselator ([1], str. 175-177) je kemitni reaktor, v ka-
terem koneentraciji dveh snovi X in Y nihata okrog
nekega ravRovesnega stanja, kot je razvidno iz slike 3.
Spreminjanje koncentracij snovi lahko opiSemo z nasled-
njima nelinearnima enaibama:
X = A-(B+bHX+X%Y RO
Y = BX-XY. ®)
Pri integriranju diferencialnih enalb smo vzeli
zatetni koncentraciji X(0) = Y(0) = O ter parametra
A=1in B =2. Iz dobljenega obnalanja je LAGRANGE
odkril naslednje enatbe: L
Y =
X’y =
XY =
X%y

1-X-X
—1+3X+X
2X-Y .
2-2X -3Y.

Druga in tretja enatba sta ekvivalentni enatbam mo-
dela (7) in (8), preostali dve dobimo z linearnimi kom-

binacijami druge in tretje enatbe.
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Slika 4. Nihanje velikosti populacij volkov.in zajcev

4.4 Populacijska dinamika

Predstavljajmo si soZitje populacij volkov in zajcev v is-
tem okolju. Predpostavimo ¥e da so zajci edina hrana
volkovom, zajci pa imajo neomejene zaloge korenja. Ce
je populacija zajcev velika, populacija volkov naraita,
ker imajo veliko hrane. Nara¥tanje traja toliko fasa,
dokler ne zaCne zmanjkovati hrane, torej zajcev. Potem
se Stevilo volkov zatne zmanj¥evati. To pa takoj izko-
ristijo zajci, katerih ¥tevilo zatne nara3Cati (slika 4).
Nihanje velikosti populacij volkov in zajcev lahko
opiSemo z modelom Volterra-Lotka ([1], str. 145):

N1 = kNi—=sNoN;
Ny = sNi{Ny—kyN,,

pri Zemer sta Ny in N, ustrezni velikosti populacij
volkov in zajcev. Pri integriranju enadb smo vzeli
zaletne velikosti N1(0) = 10 in N2(0) = 140 ter parame-
tre k1 = 1.6, s = 0.01 in k; = 2. LAGRANGE je na pod-
lagi Casovnega poteka spremenljivk N; in N, (slika 4)
odkril enatbi, ki sta ekvivalentni enatbam modela;

- NiN2 = 160N — 100N;
NiN; = 200Nz — 160N;. -

4.5 Monod

V posodi imamo neko koncentracijo hranilne raz-
FE AT ST SRR S Y

topine ¢ in koncentracijo bio mase . Posoda je izolira
od okolja, tako da ni dotoka hrane in bio‘Mase od zungj,
ter ima konstantno temperattiro. Velika zatetna koncen-
tracija hranilne raztopine povzroti razvoj bio mase. Kon-
centracija bio mase nara¥ta, dokler ne zmanjka hrane,
potem pa zaCne padati (slika 5). Spreminjanje koncen-
tracij bio mase in hranilne raztopine opi¥emo z nasled-
njima diferencialnima enatbama ([11], str. 301):

s _ _Hmas 4

¢ = Yy c+k, e ©
c

& = (Umaz c—-i-T, — kaq) x. (10

as

Slika 5. Casovni potek koncentracij bio mase in hranilne raz-
topine

Zgornje enalbe smo integrirali pri vrednostih
parametrov fiyee = 0.1, kg = 0.01, k, = 100 in y = 0.6
z zaCetnima koncentracijama ¢(0) = 300 in z(0) = 2 ter
Casovnim korakom A = 0.1. Casovni korak je ve&ji kot
v drugih poskusih zaradi potasne dinamike spreminjanja
koncentracij bio mase in hranilne raztopine. LAGRANGE
je odkril naslednje 3tiri enatbe:

& = "=0.0lz — 0.6¢
- e¢ = —100¢—0.167cz
cz = 60¢+0.09cx

¢t = 6¢—0.54c¢.

Druga enatba je ekvivalentna enatbi (9) za ustrezne
vrednosti parametrov. Upotevaje prvi dve enadbi do-
bimo enatbo, ki je ekvivalentna enatbi (10). Torej sta
prvi dve enatbi, ki ju je LAGRANGE odkril, ekvivalentni
modelu, preostali dve pa sta redundantni, ker se ju da do-
biti s kombiniranjem prvih dveh enagb.
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4.6 Vametno nihalo

Telo z maso m je pritrjeno na proZno vzmet s proZnostno
konstanto k (slika_6). V ravnovesni legi vzmet ni
ne raztegnjena ne skréena. Ce telo izmakmemo iz
ravnovesne lege za zo in nato spustimo (ob tem zane-
marimo trenje med telesom in podlago), zatne le to ni-
hati z amplitudo zo. Spreminjanje odmika telesa od
ravnovesne lege z lahko opifemo z naslednjo linearno
~ diferencialno enatbo drugega reda ([12], str. 44):

E=——=z
m

1

m

s

Slika 6. Vzmetno nihalo

/7

Zatetna pogoja diferencialne enatbe sta z(0) = zo
in £(0) = 0. LAGRANGE je iz podatkov, dobljenih z
integriranjem diferencialne enatbe (11) pri 2(0) = 10,
k =2 in m = 1, odkril naslednje diferencialne enatbe:

@ = -2

#2 = 4z°

2 = 400-23?

it = 200-22?
- it = 200+zxi.

Prva enatba je enaka enalbi (11) za ustrezno vre-
dnost parametra k. Drugo enatbo dobimo s kvadriran-
jem obeh strani prve. Preostale tri enalbe lahko izpel-
jemo, & upostevamo analiti¥no relitev enatbe (11). z =

2o cos / £, ki te enatbe pripelje do oblike sin’ /Xt +

cos? /£t = 1. Zadnjo enatbo lahko interpretiramo kot

zakon o ohranitvi energije, pri femer pomeni Clen z&
potencialno, &len &2 pa kinetitno energijo telesa.

4.7 Invertirano nihalo

Vodenje invertiranega nihala je standardni problém
za preskus razli¢nih metod vodenja dinamitnih sistemov.
Invertirano nihalo je sestavljeno iz vozitka, na katerem
je vrtljivo vpeta palica, ki je gibljiva v vertikalni ravnini,
ki gre skozi tirnice (slika 7). Ce sta M in m masi vozitka
in palice, [ dolZina palice, F sila s katero delujemo na
vozitek, = poloZaj vozitka glede na izhodiste in ¢ kot
nagiba palice, potem dinamiko sistema palice na vozilku
opi¥emo z naslednjima diferencialnima enatbama [6]: .

(M +m)i + -;-ml(g'o' cosp—@tsing)=F  (12)

" 2, .
Ecosyp+ lp = gsinp.

3 13)

7///////////////:1////////30////////'1////

re ™

Slika 7. Invertirano nihalo

_Pri integriranju enab smo vzeli za M = 1[kg]l, m =
0.1{kg], I = 1[m] ter F = 7.5[N]. Integraciski korak je
bil & = 0.01. Iz zaletnega stanja z(0) = £(0) = ¢(0) =0
ter ¢(0) = 37/16 je po N = 125 Casovnih korakih palica
padla (p=7/2). LAGRANGE je iz dobljenega tasovnega
poteka spremenljivk z, ¢, & in ¢ odkril naslednje Stiri
enatbe:

cosp = 1-sin’yp
Zcosp —0.67¢ +9.81sin¢y
P*sing = —150+22& +@cosy

#cospsing = 9.81—0.67@sing —9.81cos? p.

Prva enatba izra%a znano zvezo med sinusom in kos-
inusom kota (sin® ¢ + cos?¢ = 1). Druga in tretja sta
ekvivalentni enatbama (12) in (13). Zadnjo enalbo do-
bimo, & zmnoZimo drugo s sin ¢ in upoStevamo zvezo
sin? ¢ +cosZp = 1.

5 Razsiritve programa LAGRANGE
5.1 Modeli dinami¢nih sistemov v diskretnem ¢asu

Matematitni modeli dinami¢nih sistemov v diskret-
nem &asu slonijo na diferendnih enabah. Zelo pre-
prosta razgiritev osnovne verzije programa LAGRANGE
omogota odkrivanje diferentnih enalb. V prvem koraku
algoritma namesto z odvajanjem uvajamo nove spre-
menljivke s Casovnim zamikom osnovnih spremenljivk
po predpisu; z! = z;.;, pri Cemer sta &4 ter ; ustrezni
vrednosti spremenljivke X (t) in njenega fasovnega za-
mika: X'(t) = X(t + h) v toCki ¢t = to + (¢ — 1)h. Drugi
in tretji korak algoritma sta nespremenjena. Izhod je
mnoZica -enalb oblike:

Fi ( Xl(t)a ooy Xn(t))
Xi@t+h),..., Xt +h),...,
Xyt #oh),..., Xa(t +0h)) =0, (14)

pri Gemer 50 Xi,..., Xn spreméhljivke dinami¢nega sis-
tema, o red dinamitnega ‘sistema, ter F; polinomske
funkcije. . ,

~~Tako -prilagojeno verzijo: programa LAGRANGE

smo- preskusilt -na problemu rekonstrukcije Henonovih
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0.4
" Yy
-04
-1.5
diferentnih enatb: ,
¢ = l-—azl+y (15)
y = bz (16)

Simulirali smo zgornje enalbe za vrednosti para-
metrov @ = 1.4 in b = 0.3 ter zaletno stanje z¢ =
Yo = 0 v N = 1000 Casovnih tofkah. Na podlagi
tako dobljenih podatkov (slika 8) je LAGRANGE odkril
naslednje enacbe:

y = 03.z
vy = 009 22
2 = 071429 +0.71429 - y — 0.71429 - =’

zy' = 0.21429+0.21429 -y — 0.21429 - 2’
0.06429 + 0.06429 - y — 0.06429 - =’

Prva in tretja enaCba, ki ju je odkril LAGRANGE, sta
ekvivalentni enatbam (15) in (16) za ustrezne vrednosti
parametrov. Drugo enalbo dobimo s kvadriranjem prve,
zadnji dve pa dobimo &e upostevamo prvo enatbo v tretji
enkrat oziroma dvakrat, ustrezno.

5.2 Eksplicitno izraZzanje odvodov najvi$je stopnje

V tej verziji programa LAGRANGE smo se omejili na
iskanje enach, ki so lincame glede na fasovne odvode
najviSje stopnje o. Sistem enatb te oblike: omogota
eksplicitno izra¥anje odvodov najviije stopnje, tako da
modele, ki jih odkrije ta verzija programa LAGRANGE,
lahko zapiSemo v obliki:

X|§0) = F;'(Xl,--')Xn;
X(O-l) X(O-—l)), an
pri &emer so X, ..., X, spremenljivke dinamiCnega sis-

tema, o red dinamifnega sistema (stopnja najviSjega

z
Slika 8. Henonov atraktor

1.5

Casovnega odvoda, ki se pojavlja v enatbah dinamike) ter
Fy,..., F, racionalne funkcije. Motivacija za razvoj te
razliCice programa LAGRANGE je moZnost preprostejie
simulacije dobljenih enatb. Dodatna pridobitev je
zmanjSevanje preiskovalnega prostora.

‘Osnovni algoritem smo spremenili tako kot je
opisano v nadaljevanju. Pri uvajanu novih spre-
menljivk z mnoZenjem, v drugem koraku algoritma
LAGRANGE, uvajamo samo spremenljivke, ki vsebu-
jejo najvet en asovni odvod najvi§je stopnje. Ce
je o = 1 in d = 2, uvedemo spremenljivke
XI,X1X2,X1X1,X1X2,X X2X1 ter X2X2 Spre-

menljivk X, ,X Xy in X7, ki jih uvede osnovna ver-
zija programa LAGRANGE, v tej verziji ne uvajamo, ker
enaCba oblike (17) ne more vsebovati nobene izmed teh
treh spremenljivk. ]

V ftretjem koraku - algoritma LAGRANGE obrav-
navamo samo enafbe, v katerih vsaj ena spremenljivka
vsebuje Casovni odvod najvisje stopnje. Ce se vrnemo k
pnmeru iz prej¥njega odstavka, bi bil primer enatbe, ki
je ne obravnavamo X2 = 1 X + c2X3, ker ne vsebuje
nobenega Casovnega odvoda najvi§je stopnje.

. S tako prilagojeno verzijo program LAGRANGE smo
ponovili vse poskuse iz Cetrtega poglavja. Kot je
razvidno iz tabele 4, so Casi izvajanja krajSi, kar je posle-
dica zmanjSevanja Stevila novih spremenljivk, uvedenih
z mnoZenjem, ter 3tevila obravnavanih enatb. V vseh
primerih so bili odkriti modeli povsem ekvivalentni ori-
ginalnim.

5.3 GoldHorn

Program GoldHorn [13] je raz¥iritev programa La-
GRANGE v smeri obravnave Sumnih podatkov iz realnih
meritev. Odpravlja dve poglavitni slabosti programa La-
GRANGE: numeritno ratunanje ¢asovnih odvodov naj-
vi§je stopnje in problcm izbire odvisne spremenljivke pri
linearni regresiji [13]. Dodatno je v programu GoldHorn
uvedena moZnost predprocesiranja vhodnih podatkov z
razlitnimi digitalnimi filtri, da bi se zmanj¥ale relativne
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Tabela 4. Pregled poskusov z verzijo programa L.AGRANGF, ki eksplicitno izraZa odvode najviSje stopnje

Domena | n Nlo d r|tgr ts | 8t. enalb  <&as[s]
Utube 2 1000{1 1 31001 00115 0.68
Chem |2 10001 1 3|001 001|13 0.99
Brus 2 100011 3 3]0.01 0014 4,23
-{ Pop 2 10001 2 3]001 0012 1.14
Monod 2 1000]1 2 3(001 0.0001]|4 1.18
Spring (1 1000{2 2 3001 0.01]2 0.57
Cart 2 12512 3 31001 0.0001)3 106.36

napake meritev.

Pri preiskovanju prostora enatb GoldHorn ek-
splicitno izraZa Casovne odvode najviSje stopnje kot
(racionalne) funkcije spremenljivk dinamitnega sistema
in njihovih niZjih odvodov. Pri tem se izogne nu-
meri¢nemu ratunanju &asovnih odvodov najviSje stopnje
tako, da ocenjuje signifikantnost in koeficiente enatbe
oblike (17) z integriranjem. Ker pa v tem primeru
obravnavane enatbe niso vel linearne, uporablja pri tem
postopek nelinearne numeriéne optimizacije [17] v pros-
toru parametrov.

Program GoldHorn je bil preskufen na domenah iz
letrtega poglavja, razen na domenah populacijske di-
namike in invertiranega nihala, kot tudi na dveh real-
nih domenah [13]. Pri poskusih na sinteti¢nih domenah
je bil simuliranemu obna¥anju kasneje dodan normalno
porazdeljen $um. GoldHom je odkril ustrezne modele
dinami¢nih sistemov, tudi takrat, ko je bil v vhodnih po-
datkih razmeroma visok odstotek Suma.

6 Zakljucki in nadaljnje delo

Bistveni prispevek programa LAGRANGE je razdiritev
podrotja uporabe programov za avtomatsko odkrivanje
zakonitosti v smeri modeliranja dinami¢nih sistemov.
Metode, uporabljene v drugih programih, smo prilagodili
posebnostim, ki se kaZejo pri odkrivanju zakonitosti v
dinamitni domeni. Tako j¢ LAGRANGE zmoZen od-
krivanja mnoZice zakonitosti nad vet spremenljivkami
brez izvajanja dodatnih poskusov, medtem ko drugi pro-
grami za avtomatsko odkrivanje zakonitosti obitajno za-
htevajo eksperimentalno kontrolo nad posameznimi spre-
menljivkami modeliranega sistema.

LAGRANGE smo preskusili na problemih rekonstruk-
cije modelov dinami¢nih sistemov iz dinamike tekoCin,
kemiCnih reakcij, populacijske ter mehanske dinamike.
Med njimi so tudi nelinearni modeli oscilatornih pro-
cesov ter dinami¢ni model inverznega nihala, ki je stan-
dardni problem za testiranje razlitnih metod vodenja di-
nami¢nih sistemov. V vseh domenah je LAGRANGE
uspe¥no rekonstruiral enacbe modela, poleg njih pa Se
enatbe, ki jih lahko razvrstimo v 3tiri skupine:

o zakon 0 ohranjanju volumna oziroma mase (Utube,
Chem) ter energije (Spring)
o trigonometrijska identiteta sin® p+cos? ¢ = 1 (Cart)

o enatbe, ki izvirajo iz analitine reitve (Spring)

o redundantne enalbe, ki jih lahko izpeljemo iz enatb
modela (vse domene razen Pop)

Opisali smo tudi razsiritev osnovne verzije programa
LAGRANGE, ki omogofa obravnavo dinami¢nih siste-
mov v diskretnem fasu. Posebno pomembna razSiritev je
program GoldHorn [13], ki omogofa obravnavo Sumnih
podatkov iz realnih meritev. GoldHorn odpira moZnosti
za uporabo metod avtomatskega odkrivanja zakonitosti
za modeliranje realnih dinami¢nih sistemov. :

Program LAGRANGE bi lahko preprosto razSirili
z moZnostjo hkratnega - obravnavanja vel razli¢nih
obnafanj dinaminega sistema. Zanimive bi bile tudi
raz§iritve v smeri predlaganja novih poskusov (pridobi-
vanja meritev o novih obnaSanjih dinamitnega sistema),
po analogiji z obstojetimi pristopi k avtomatskemu od-
krivanju zakonitosti.

Programu LAGRANGE bi lahko dodali tudi razliCne
dodatne transformacije za uvajanje novih spremenljivk.
V programu GoldHom dodajamo lahko nove spre-
menljivke z operatorji |z, Inz, sgnz ter expz. Uva-
janje novih transformacij bi povzrogilo povetanje Stevila
novih spremenljivk ter s tem tudi kompleksnosti prostora
mogolih enaCb. Povefanje bi lahko omilili z uporabo
hevristik za uvajanje novih spremenljivk ter za preisko-
vanje prostora mogo€ih enalb.

Alternativha metoda za avtomatsko odkrivanje za-
konitosti v dinamitni domeni bi bila uporaba genetskega
programiranja za preiskovanje prostora enatb. DZeroski
in Petrovski [7] sta Ze naredila poskuse v tej smeri.
Metoda omogofa tudi uporabo znanja s konkretnega
podroCja uporabe. Znanje ima obliko podizrazov, ki
nastopajo v enatbah dinamike (podizraz c/(c + k,) v
enalbah iz domene Monod). Uvajanje predznanja v
proces preiskovanja prostora mogotih enatb je. kom-
promis med metodami identifikacije dinamitnih siste-
mov, ki predvidevajo vnaprej znano -oblika :enalb, in
pristopom popolnoma neznane strukture; ki ga uporablja
program LAGRANGE. Seveda je uporaba predznanja
lahko tudi ena od smernic za nadaljnji razvoj programa
LAGRANGE.
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